共変式の環と半不変式の環の同型性(4) by 桜岡 充
共変式の環と半不変式の環の同型性(4)
著者 桜岡 充
雑誌名 日本歯科大学紀要. 一般教育系
巻 36
ページ 5-8
発行年 2007-03-20
URL http://doi.org/10.14983/00000622
Creative Commons : 表示 - 非営利 - 改変禁止
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.ja
IV 共変式の環と半不変式の環の同型性
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Abstract 
We study the effect of a SL(2) on the power series which coefficients are the elements of C{ ';1' 
…，ごN}'Under this condition， we introduce the differential covariants. Robert theorem (Sec. 2) will 
be shown to be available for this system. Moreover it is also shown that the Wronsky determinants 
composed from semi-invariants are covariants. 
Key Index Words : isomorphism， Lie ring， transvectant. 
;xニEXj
する:
N 
; .9=~ .9; 
I{'; =主(z;-2[)ξ(l)~可合も a.;(l) 
N 
;L1=ヱ4
必;-乏主 1'; (l-ご'.;(l-υ十tト川一~ '<，; a 宅と匂-元j
一
4=皇位;_ [) .;;(l+1)ヰ万
複素数αに対して(7)=α(α 仙ト(α 1+1)/ 
1 ! (J詮0)とかく。また， N個の複素数の組 (Z1'Z2'・，
ZN)およびN組みの不定要素 {';1(0)，ご1{1)，・， ';1 (j)} = 
';1'・・， {';N(O)， ';N(円・・，ふ(j)}=らで表す。ただし， Zjが
自然数のときは 品川+1)=0 とする。
いま考察する整級数を
整級数の共変式Sec 7 
このとき， j宇sとすれば)'(';と，/('sfま共通の変数をもたず，こ
のことは， ..9;と.9s'L1;と4との聞についても同様なので，
{，/{';， .9;， L1;}と {Xs' .9s' L1s}とは可換である。また，
[.9j' L1j] =列， [，列， .9j]ニ2.9j，[，/('j L1j]二一2L1jであ
るから，
が成立する。さらに，微分作要素rにおいて gを単項式と
仮定してさしっかえないので， Eが分離的同次同重多項式で
あれば， ，/('j2ニ(Zjdeg.;; (2)一2・weight(2) ) 2 より
L1] = -2L1 .9]ニ2.9， [x， L1] =X， [X， [ .9，
五(抗)=ゑ(Zt)';k (l)S-l 
で表そう o ';1' ';2'・・， ';Nの多項式2(ξ)が各々のjについ
て品の同次式であるとき， 2(ξ)を分離的同次式とよぷ。ま
た，冨(ξ)の品に関する次数を deg.;;(ヨ)で表し， ξj(町の重
さを 1(weight(高(l))= [)と決めて一般の多項式の重さも定
義する。 Eにたいする分離的同次かつ向重な多項式による分
解を形式的に
N 
rlr E==玄lgrig
N 
=(pdeg訂(2)-2. weight (2) ) 2 = ind (2)冨
であ
2 (dl' d2，・・， dj ; p) 
と書いておく。ここに， d;二 degξj(冨)， p=weight(冨)
る。さらに分離的同次かっ同重多項式の指数を
??? 】
が成立する。
つぎに，指数Uの指数同次多項式よりなるベクトル空間
N 
ind(冨)=孟ゆg訂(冨)-2・weight(2)
..9およびdを以下で定義で定めることにし，微分作要素)'('，
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を C[~l' ・・・. ~N: u]で表し. c[ξl'・・・. ~N] 二EEl c
[ι…. ~N: u] から直和因子 C[~l'..ξj， : u]へあ射
影作要素をr(u) とかけば
[Ql. L1]=玄1(u -1 + 1)L1l-1r (u). 
[L1. Qll] =玄I(-u-I十1)Qll-lrr (u). 
ここで，微分多項式を導入する。一般に (d/dc)1和・・・，
(d/dc)1加 (!二1.2.・・)の定数係数の多項式が微分多項式で
あるが， Zjが零や正整数のときには (d/dc)ZJ+I(!士 1.2. 
L・・・)を含まない多項式をとりあげることにする。さて，
多項式環 C[~l'・・・. ~N] から微分多項式環の上への z に関
連した同型写像 Sz を
Sz C;<り二 (d/dc)匂¥/Zj(Zj←1)・・・ (Zj-1+ 1) 
(1壬j~ N. 1 = O.1. 2.・・)
で与える。そして，微分記号“d/dc"は微分多項式環の微
分を表すものとしよう:
r 0(ZjがOか正整数で.1とZj
| のとき)
d/dc{ (d/dc)1初}=1
マ I (d/dc)川初(上記意外のと
l き)
このとき.Sec. 1の (5) と全く同様に
(d/dc) oSz=SzoL1 
が成立する。さて. C[~l' ~2' ・・. ~N] の要素 E のうちQl
B=Oを満たすものが半不変式である。Qlはそれぞれの奇に
対しその次数 deg.;; を不変に保ち重さを 1だけ減らす。
したがって多項式gの分離的同次同重分解:
冨=~3(dl' d2 • ・・. dN; p) 
に対応する
Ql B=~ Ql B(d l' d2 • ・・. dN; p) 
がQlBの分離的同次同重分解になっている。したがって，
Ql B=O となる必要かつ十分条件は，あらゆる分離的同次
かつ同重な成分 B(d1 • d2 • ・・. dN; p)が59B(d1 • d2 • ・・，
dN ; p) =0を満たす事である。またさらに，半不変式の概念
が，最初に選んだ Z= (Zl' Z2'・・.ZN)の定義に依存しな
いことになる。
つぎに，半不変式からなる C[ごi，C2'・・，ふ]の部分環を
@で表し @(d 1 • d2 • ・・. dN; p)で高について dj同次 (1:;玉
j 壬N)かつ p同重な不変式のつくるベクトル空間を表そう。
このとき，上述のことから@の直和への分解
@= El @(d1 • d2 • ・・. dN; p) 
が可能なことが分る。 @(d 1 • d2 • ・・. dN; p)の要素が (dl'
d2 • ・・. dN ; p)半不変式なのである。
複素平面C上に開円盤:A{cllc-11<1}は原点Oを含ま
ないので，いかなる複素数λに対しても Cの関数ど(の各
分枝)はA上で一価正則である。いま，
çÀ二主(~) (c-1)1 
なる整級数で与えられる分枝をとる。このとき.1-ol<1 
である GL(2) の要素(δβ) の形式的整級数五 (~1'
¥Y α/ 
c).・・.h(ごj，. c)への作用をを以下のように定義する:
万(pz向バj(~ ~) 奇lc)ニ 仙 γぽc)ドz剖切J附万
/(δ+γc) (1:;玉j孟N)
いまは.1-ol<1 としているのでは+γc)叫まは-1+γC
1<1に含まれる原点を中心とする開円板領域で収束する整級
数である。具体的には上記の定義式より計算すれば，
(んj(:~).;;y l) 
=絹(~)(γ)匂)…αI-PsqyPoZj-l-q
が得られる。 GL(2)の特殊な要素について上式をかきくだ
すと
( ん向バjイ(g~) 奇司dザrμt〕 z討1丸j.; (1守、vγξ奇配';(1υ叫t
(いρん刈z討j(イ(! ~).;;例)片同高司yに主剖(じ(~)品.;;l-P印tp •
? ???
、 、
???
、?
，?
? ? ?
(んj(~ ~).;; yにゑ(γ
が得られる。つぎに，整級数の場合の共変式についての議論
にはいる。まず.c[ξi， ~2' ・・，ふ]の要素を係数とする形
式的整級数:
吋 ;c) =討)Cl (ξ) cl 
カヨ
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F(ルj(: ~)ごl'伽(: ~)ご'N ; S-) 
二 (αδβγ)P(δ十γs-)u
F(ごl'・・， ご~ ; (β十αs-)/ (δ十γs-)
を満たすとき，この整級数は (z，U， p)共変式であるとい
うo pが共変式の“重さ"であり Uが共変式の指数である O
u二Oのとき特別に (z，p)不変式とよぷ。 (z，U， p)共変
式が張るベクト/レ空間をここでは CZ (U， p) で表し，こ
れらの直和空間を単に Czと書くことにする:
Cz二 EBCz (U， p). 
? ?，?
Czの要素を重さ・指数で区別しないとき単に共変式とよぶ。
Czは有限生成，つまり (1)の直和は有限個の和なのである O
F(と;s-)が(Z， u， p)共変式であるとする O このとき，
(PZj C~ ~) F ρz j ξ; 0) = (δ・山u・F(日)γα 
I /l 0¥ . ~¥ 
であり，必 F(ご;0)二d/dt・F(ρz~ ; ~) ~ ; 0) It~o 二 d/dt ・ F
(と;0) It~o =0 である。したがって， F(ξ; 0) は半不変式
なのである O また， F(ご;0) の分離同次同重多項式への分
解を F(ご;0)二三B(dj，d2，・， dN ; q) [ご] とすれば
αp~B(d1'・・， d~; q) [ご]二αPF(ξ; 0) 
二 F(ぺ ~)ξ;0) 
二己(心・・， dN ; q) F (ρz (~ ~)ξ) 
二三αqB(d1'・ ，d;>J ; q) [ξ] 
を与えることになる。つまり， q二pである。さらに
δU+2P~B (dj， d2，・， d，; q) [ξ]二δu+2PF(と;0) 
、 、 ? ，
?， ， ，
?
，?
、 ? ? ? ? ?
?， ， ， ，
????， ，??
、?? ?
? ? ?
、
????• ? ????
二三δ~ZjdjB(dj，・， dN ; p) [と]
なので ~Zjdj=u+2p が得られる。こうして F(石 :ο が
(Z， u， p)共変式であるとき，この定数項 F(ξ; 0) は不
変式であり
EB @(dl' d2，・， dN ; p) 
{d，} 
~zJdJ ニ u+2p
の要素なのである。ところで，一般に ~ZA 二 u十 2p の
整数解は (0，・， 0; 0) なる自明解以外にはな~)。したがっ
て，上に述べてきたことから定数以外の不変式は存在しない
のである。また， Sec.2 とまったく同様の議論により， F 
(ξ， s-)が共変式であれば，
d/dS--F=LJ-F， F(ξ， S-) =exp(s-LJ)・F(ご;0) (2) 
が成り立つ O さらに，半不変式空間 EB @ (d1'・ ，dN ; p) 
と共変式空聞に (U，p) には以下の一対ーの対応が存在す
る:
???
BF ( ご)二 F(~， 0) 
冨(ξ)
← F(ξ， s-)， 
→ FE(ご;s-) =exp(s-LJ)B(ξ). 
また，半不変式から共変式への対応を φ，(B) (ξ; s-) =exp 
(s-LJ) -B (ご) と書くことにすれば， <T，は半不変式環@から
共変式環 Czの上への環同型で、ある (Robertの定理)。
Sec 8 半不変式および共変式の Wronskian
Bj (ξ)，・， 8j (ご)が指数 U1'・ ，Ujの半不変式であると
き，Wronski行列式:
Wj Cgl'・， Bj)二
ZI 同-J 
LJBjuj 
LJ2Bj/Uj (uj -1) 
LJBjUj 
LJ2Bjuj (uj-1) (3) 
-・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・
LJj-18/uj (uj -1)・(Uj一j+1)・ LJj-l8/uj(Uj -1)・(uj-j+1)
を導入する O 前節の冒頭に述べたことからLJ1Bjは指数 Uj-2
1の多項式になっているのでWj(百円・・， B)は指数が
Uj+・・十Uj一j(j←1) の多項式である o [-0， LJ1J旦ニ1(uk 
1 + 1) LJl-1Bk かつ si:) Bk二O なので，
ムDLJ1Bk/Uk(uk -1)・(Uk-1十1)
= {[必，LJ1J Bk十LJ1Si:)BJ/uk (uk-1)・ (Uk-1 + 1) 
三 l・LJl-jBk/Uk(uk -1)・(uk-I+2)
したがって， si:) Wj(Bj，-・， 8j)二O。つまり， Wj(B1，・，
B)は指数 Uj十・・+Uj-j (j-1) の半不変式である。
つぎに， Fj (と;S-)，・， Fj(ご;s-) が指数Ul'・， ujの共
変式であるとき，
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Wronski行列式:
Wj (Fl'・， F)= 
F1 ・・・・・ Fj 
DF1/U1 DF;/uj 
D2FJu1 (U1-1) ・・. D2Fj/uj (uj -1) I (4) 
DH F I/U1 (U1-1)・ (U1一j+l)・.ry-1F;!Uj(Uj-1)・ (Uj-j+l)
を導入する。ここに D=d/ds である。まず前節の一対
一対応を念頭に共変式凡(ξ ;s)に対する半不変式 Bk
(ご)=九(ξ;0)を考察する:
，)'t Bk (ξ) = [.o， L1JBk (ξ) = 2lL1Bk (ξ) 
= .QiL1Fk (ξ; s) I←o 
二 2・d/d s • Fk (ξ; s)It=o 
?
???
、 ，
? ? ?
????、
、 ? ? ? ? ? ?
? 、 ???
?
、? ?
，?
???
?
???， ， ，
?， ? 、??
? ?
、???• ? 、????
???
、
• ??? ?，???
? ??、 ，?
?
??
、? ?
?
? ? ?
??』 ?
?
?、
?
?
『??
、
? ?
?
???』 ?? ???
??
，
?
??
?
?
? ?， ，?
??
??
?
?
?? ?
つまり，半不変式見(ξ)=凡 (ξ;0) は指数 Ukの多項式で
ある。ところで (4)の Wronskianはこの半不変式に対応
する共変式であるので"指数 U1+・+Uj一j(j-1) の共
変式である。
さて，これまでの議論は原則的に複素数体C上で考えて
いたが整数環zを含む標数Oの体K上でみてみよう。この
場合も最初にとる ZI'・・・， ZNはKの零でも正の整数でもな
い要素である。さて，
せ(一川~) .;;1-P.;;(I)P.;;(0)I-P-1 
合(ーパ~) {(/-p 
+p奇l-P.;(I)P-l.;; (0)トP}
=0 
? ?? ?
?
??
????
??
?
?
?
であるので'i;l(と)=急(ーパ~).; 1-P .;…-1(1壬j壬
N ; 1=2， 3，・・)は重さ，指数 (Zj-~)・ l の半不変式であり，
係s(ξ)=14fぐ1 (1壬r，s到)l';r(1)ι…| 
は重さ 1，指数 Zr+Zs一2の半不変式である。さらに，
';r (1)ニ ';S(0)-1σ与r+ ';S(1)品(O)';s(0)-1に注意してやると， K[.;l'・，
';NJと半不変式のベクトル空間⑪との聞に sを固定したと
きは
K [';1'・， ';N' 品(0トl，・， ふ(O)-IJ
二⑪[晶(0)ー l，・， ';N(O)ー 1，';S(1)J 
なる関係が成立することがわかる。次には sl(2， K)の表現
についてふれよう。
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